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摘要?属性约简作为形式概念分析中非常重要的一个研究分支!在三支概念分析中也同

样重要" 基于对象导出三支概念格!提出了保持决策形式背景 N=O协调性的属性约简理

论!丰富了三支概念分析的约简理论" 首先!定义了决策形式背景的 N=O协调集和 N=O约

简!并将属性按其特征分为 @ 类" 其次!指出 N=O约简的本质就是极小 N=O协调集!给出

了N=O协调集的几个判定定理!通过研究N=O协调集的充要条件!获取 N=O约简的判定定

理" 最后!给出N=O差别矩阵和N=O差别函数的定义!并给出了利用 N=O差别矩阵和 N=O

差别函数计算N=O约简的方法"
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??形式概念分析(BO!)

!1*'K0+<*/<5&20/0+:686#

Ẁ%"作为数据分析与知识发现的有力工具# 是

由德国数学家Z8++5于 BDA! 年提出的# 并被广泛

应用于机器学习&冲突分析等很多领域(@)

%

在经典形式概念分析的基础上# M8等结合三

支决策理论(#)

!23'55O40:>5<868*/# @Z\"于 !"B#

年提出了三支概念分析($OJ)

!23'55O40:<*/<5&20O

/0+:686# @ZW%"# 既体现了三支决策的思想和应

用价值# 也是经典形式概念分析的一种扩展# 能

同时反映*共同具有+和*共同不具有+两种信息%

目前# 三支概念分析已经得到了很多学者的关注

和认可# 研究成果也越来越丰富% a5/ 等研究了

两类三支概念格的 # 种属性约简问题# 并讨论了

它们之间的关系(C)

% b. 等通过考虑三支概念格

!三支粗概念格"的原子&不可约元和补的性质#

研究了三支概念格!三支粗概念格"的性质#在具

有这些特殊性质的完备格与三支概念格!三支粗

概念格"之间建立了一个同构映射(A)

% F38等提

出了三支对偶概念格# 探讨了三支对偶概念格与

经典对偶概念格的关系# 研究了三支概念格&三

支对偶概念格&三支面向对象概念格和三支面向

属性概念格 # 种类型的三支概念分析模型之间的

关系(D)

% b0/H等引入一对组合算子# 提出了一

种构造属性诱导三支概念格和对象诱导三支概念

格的新方法(B")

% F30*等对三支算子的性质重新

表述#研究了不同类型的三支概念格之间的关

系(BB)

%

决策形式背景(B!)这一概念是由魏玲提出的#

随之决策形式背景的知识发现成为 Ẁ%的研究

热点% 决策形式背景只有在满足一定的协调意义

下# 对其的知识发现才更具合理性% Z58等定义

了决策形式背景的强&弱协调性# 并在此基础上

研究了两种协调意义下的属性约简(B@)

% Y8等对

决策形式背景的属性约简与规则获取进行了较为

系统深入的研究(B#OB$)

% W35/ 等研究了大规模决

策形式背景的属性约简问题#提出了一种计算决

策形式背景差别矩阵简单有效的方法(BJ)

% 作为

形式概念分析的扩展# 决策形式背景的知识发现

在三支概念分析中同样重要% 陈雪等基于 %=O概

念格# 研究了决策形式背景的保持非冗余规则信

息不变的属性约简问题(BC)

% 林洪等研究了三支

粒协调决策形式背景的粒约简问题(BA)

% 刘琳等

基于%=O概念格研究了决策背景的规则提取问

题(BDO!")

% Z58等基于两类三支概念格定义了决策

形式背景的 N=O协调性和 %=O协调性# 研究了三

支规则提取问题(!B)

% Y*/H等基于三支概念格研

究了不完备决策背景的规则获取问题(!!)

%

决策形式背景在满足一定的协调意义下#其

知识发现才更具合理性和可解释性#因此#研究决

策形式背景不同的协调性#可以挖掘出一个决策

背景更多的信息与细节% 本文根据文献(!")提

出的决策形式背景的 N=O协调性的定义# 基于对

象导出三支概念格#研究决策形式背景保持 N=O

协调性的属性约简理论# 并通过实例表明协调集

判定定理及约简计算方法的有效性%

:;预备知识

:<:;形式概念分析

定义 :
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?称 !!# "# #" 为一个形式背景#
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## 则表示对象 %具

有属性(# 也记为 %#(%

对于形式背景!!#"##"# 在任意对象集,
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!#则称该形

式背景是正则的%本文研究的形式背景!约简前"

都是正则的#且是有限的%

定义 =
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?设!!#"##" 为一个形式背景# ,
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$-#-
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$,#则称!,#-"为形

式概念# 简称为概念%其中# ,称为概念!,#-"的

外延# -称为概念!,#-" 的内涵%

将形式背景 !!#"##" 的概念的全体记为

/!!#"##"# 对于任意的 !,
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进一步# 定义任意两个概念的下确界和上确

界为
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则 /!!#"##" 形成一个完备格#称为概念格%

:0=;三支概念分析

令 1 是非空有限集合#!!1" 是 1 的幂集#

"!!1" $!!1" +!!1"#对于任意的!,
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与BcB中给出的正算子类似#在形式背景!!#

"##"上定义一对负算子
%

/!!!"

&

!!""与
%

/

!!""

&

!!!"#对任意的,

#

!#-

#

"##

3

$!!

+""d##

,

%

$,(

$

".

'

%

$

,#%#

3

(.#

-

%

$,%

$

!.

'

(

$

-#%#

3

(.%

下面给出三支算子的概念%

定义 >

($)

?设!!#"##" 为一个形式背景# 定

义一对对象导出三支算子 50/!!!"
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$,# 则称!,#!-#7"" 是!!#

"##" 的一个对象导出三支概念# 简称为 N=:概

念%其中,是 N=:概念!,#!-#7"" 的外延# !-#

7" 是N=:概念!,#!-#7"" 的内涵%

记形式背景!!#"##"的所有N=:概念构成的

集合为;</!!#"##"#所有 N=:概念外延构成的
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则;</!!#"##" 是一个完备格#称为对象导出三

支概念格#简记为N=:概念格%
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子背景%对于运算
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=;决策形式背景的属性约简

=<:;!"#协调性与属性约简的相关定义

本节首先介绍决策形式背景 N=O协调性的定

义# 然后给出保持决策形式背景 N=O协调性的协

调集和约简的定义%

定义 ?

(!")

? 如果!!#"##" 和!!#?#@" 是形

式背景# "

-

?$

)

# 则称五元组!!#"###?#@"

为一个决策形式背景# 其中 "称为条件属性集#
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?称为决策属性集%背景!!#"##" 的对象导出三

支概念格记为;</!!#"##"# 背景!!#?#@" 的对

象导出三支概念格记为 ;</!!#?#@"%如果对于

任意!2# !<#A""

$

;</!!#?#@"# 总存在!,#

!-#7""

$

;</!!#"##"# 使得 , $2# 则称

;</!!#"##" 细于 ;</!!#?#@"# 记作 ;</!!#

"##"

"

;</!!#?#@"# 且称决策形式背景!!#

"###?#@" 是对象导出三支协调的# 简称为 N=:

协调的%

性质 :; 若决策形式背景!!#"###?#@" 是

N=:协调的# 则;</

<

!!#?#@"

#

;</

<

!!#"##"%

定义 @;对于N=:协调的决策形式背景!!#

"###?#@"# 如果存在9

#

"# 使得决策形式背景

!!#9##

9

#?#@" 也是 N=:协调的# 则称 9是!!#

"###?#@"的N=:协调集%进一步# 如果
'

B

$

9#

决策形式背景!!#94,B.##

94,B.

#?#@" 不是N=:

协调的# 则称9是!!#"###?#@" 的N=:约简%所

有!!#"###?#@"的N=:约简的交集称为!!#"###

?#@" 的N=:核心%

定义 A;设N=:协调的决策形式背景!!#"#

##?#@" 的所有 N=:约简为,9

'

.9

'

是约简#'

$

!

.!

!

为一个指标集"# 则条件属性集"中的属性

可分为以下 @ 类/

B" N=:绝对必要属性!核心属性"C/C

$

-

'

$!

9

'

$

!" N=:相对必要属性3/3

$.

'

$!

9

'

4

-

'

$!

9

'

$

@" N=:绝对不必要属性 B/B

$

"4

.

'

$!

9

'

%

其中#非N=:核心中的属性# 称为 N=:不必要属

性D/D

$

"4

-

'

$!

9

'

%

定理 :; 设决策形式背景!!#"###?#@" 是

N=:协调的# 则其N=:约简一定存在%

证明? 因为!!#"###?#@" 是 N=:协调的#

故"是N=:协调集# 若
'

(

$

"# 都有!!#"4

,(.##

"4(

#?#@" 不是N=:协调的# 则"就是N=:

约简%若
2

(

$

"# 使得!!#"4,(.##

"4(

#?#@"

是N=:协调的# 令"

B

$"4,(.# 则"

B

是N=:

协调集# 若
'

(

B

$

"

B

# 都有 !!#"

B

4,(

B

.#

#

"

B

4(

B

#?#@"不是N=:协调的# 则"

B

是N=:约简$

否则# 再进一步研究"

B

4,(

B

.%重复上述过程#

由于"是有限集# 所以至少可以找到决策形式背

景!!#"###?#@"的一个N=O约简# 故N=:约简必

存在%

??例 :;表 B给出了一个决策形式背景!!#"#

##?#@"%其中对象集 !$,B#!#@##.# 条件属性

集为"$,E#C#3#B#D#F.#决策属性集为?$,%#

G#'.%

表 B?决策形式背景

P0G(B? *̀'K0+>5<868*/ <*/25U2

! E C 3 B D F % G '

B e f f f e f e e f

! f e e e e e f e e

@ f f f e e e f e f

# e f f f f e e f f

?? 背景!!#"##" 共有 B@ 个对象导出三支概

念# 分别标为PW

'

!'$B#!#-#B@"# 其对象导出

三支概念格 ;</!!#"##" 如图 B 所示$背景!!#

?#@" 共有 B" 个对象导出三支概念# 其对象导出

三支概念格;</!!#?#@" 如图 ! 所示%

图 B?;</!!#"##"

8̀H(B?;</!!#"##"

图 !?;</!!#?#@"

8̀H(!?;</!!#?#@"
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?? 容易判断#;</!!#"##"

"

;</!!#?#@"#

所以该决策形式背景是N=:协调的%它的 N=:约

简共有 # 个# 分别是9

B

$,E#C#D.# 9

!

$,E#3#

D.# 9

@

$,C#B#D.# 9

#

$,3#B#D.%其中N=:核心

属性为D# N=:相对必要属性为 E#C#3#B# 绝对不

必要属性为F%

由例 B 可知N=:协调的决策形式背景的N=:

约简未必是唯一的%

利用上述定义和定理#得到以下推论%

推论:;N=:核心是N=:约简
*

N=:约简唯一%

证明?

0

%!反证法" 假设若N=O核心是N=O

约简# 则N=:约简不唯一%不妨设9

*

#9

H

均为N=:

约简# 且9

*

(

9

H

%那么N=:核心
-

'

$!

9

'

#

9

*

-

9

H

3

9

*

# 由于9

*

是N=:约简# 而
-

'

$!

9

'

3

9

*

# 即
-

'

$!

9

'

是9

*

的真子集# 所以N=:核心
-

'

$!

9

'

不可能是

N=:约简# 与已知条件矛盾# 故假设不成立%因

此# 如果N=O核心是N=O约简# 则N=:约简唯一%

4

%显然成立%

推论 =;(

$

"是 N=:不必要属性
*

" 4

,(. 是N=:协调集%

推论 >;(

$

"是N=:核心属性
*

"4,(.

不是N=:协调集%

=<=;!"#协调集判定定理

因为决策形式背景上的N=:约简9满足以下

两个条件/首先# 9是 N=:协调集$其次# 对于任

意的 B

$

9#94,B. 不是N=:协调集%即N=:约

简的本质就是极小N=:协调集%因此#只要对N=:

协调集的充要条件研究透彻# 就能获得N=:约简

的判定方法%下面给出 N=:协调集的几个充要条

件# 即N=:协调集判定定理%

定理 =;!N=:协调集判定定理 B" 设!!#"#

##?#@" 为N=:协调决策形式背景# 9

#

"#9

(

)

# 则9是N=:协调集的充要条件是

'

-#7

#

?#!-#7"

(

!

)

#

)

"#!!-#7"

0650

"

-

!9#9""

06

$!-#7"

06

%

证明?必要性%

'

-#7

#

?#!-#7"

(

!

)

#

)

"# 总有!!-#7"

06

# !-#7"

0650

?

"

$

;</!!#?#

@"%而根据9是N=:协调集# 可知;</!!#9##

9

"

"

;</!!#?#@"#故
2

=#>

#

9#!!-#7"

06

#!=#

>""

$

;</!!#9##

9

"#于是!=#>"

06

$!-#7"

06

#

!=#>" $!-#7"

0650

9

$!-#7"

0650

"

-

!9#9"# 因

此#!=#>"

06

$!!-#7"

0650

"

-

!9#9""

06

$!-#7"

06

%

充分性%要证 9是 N=:协调集# 即证
'

!,#

!-#7""

$

;</!!#?#@"# 一定有 !,#,

50

9

"

$

;</!!#9##

9

"%

'

!,#!-#7""

$

;</!!#?#@"#因为!!#"#

##?#@"是N=:协调决策形式背景# 故;</!!#"#

#"

"

;</!!#?#@"#所以!,#,

50

"

"

$

;</!!#"#

#"%又由!,# !-#7""

$

;</!!#?#@"# 有 , $

!-#7"

06

#所以,

50

9

06

$!,

50

"

-

!9#9""

06

$!!-#

7"

0650

"

-

!9#9""

06

#由已知!!-#7"

0650

"

-

!9#

9""

06

$!-#7"

06

$,#所以 ,

50

9

06

$,#故!,#

,

50

9

"

$

;</!!#9##

9

"%因此#9是N=:协调集%

定理 >;!N=:协调集判定定理 !" 设!!#"#

##?#@" 为N=:协调决策形式背景# 9

#

"#9

(

)

#则9是N=:协调集的充要条件是

'

-#7

#

?#!-#7"

(

!

)

#

)

"#

2

=#>

#

9#

!=#>"

(

!

)

#

)

"#!=#>"

06

$!-#7"

06

%

证明? 必要性%由定理 ! 必要性的证明可

得%

充分性%由!=#>"

06

$!-#7"

06 可得!=#>"

#

!=#>"

0650

9

#

!=#>"

0650

"

$!-#7"

0650

"

#且=#

>

#

9#因而!=#>"

#

!-#7"

0650

"

-

!9#9"#!!-#

7"

0650

"

-

!9#9""

06

#

!=#>"

06

$!-#7"

06

%又因

为 !!-#7"

0650

"

-

!9#9""

06

+

!-#7"

0650

"

06

.

!9#9"

06

+

!-#7"

0650

"

06

+

!-#7"

06

#从而有!!-#

7"

0650

-

!9#9""

06

$!-#7"

06

#根据定理 !#9是

N=:协调集%

定理 ?;!N=:协调集判定定理 @" 设!!#"#

##?#@" 为N=:协调决策形式背景# 9

#

"#9

(

)

# 则9是N=:协调集的充要条件是

'

E#C

$

?#

2

=#>

#

9#!=#>"

(

!

)

#

)

"#

!=#>"

06

$!E#C"

06

%

证明?必要性%由定理 @ 可证%

充分性%

'

-#7

#

?且-#7

()

#记-$,E

I

.I

$ !

.#7$,C

J

.J

$ "

.!

!

#

"

为指标集"%已知

'

!E

I

#C

J

"

$

!-#7"

#

!?#?"#

2

!=

I

#>

J

"

#

!9#

9"#!=

I

#>

J

"

(

!

)

#

)

"#满足!=

I

#>

J

"

06

$!E

I

#

C

J

"

06

%于是

!-#7"

06

$

??!

.

I

$!

#J

$"

!E

I

#C

J

""

06

$

-

I

$!

#J

$"

!E

I

#C

J

"

06

$

??

-

I

$!

#J

$"

!=

I

#>

J

"

06

$!

.

I

$!

#J

$"

!=

I

#>

J

""

06

%

记!=#>" $

.

I

$!

#J

$"

!=

I

#>

J

"#则!=#>"

#

!9#

9"# !=#>"

(

!

)

#

)

"# 满足 !=#>"

06

$ !-#

7"

06

# 因此#根据定理 @# 9是N=:协调集%

定理 @;!N=:协调集判定定理 #" 设!!#"#
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##?#@" 为N=:协调决策形式背景# 9

#

"#9

(

)

# 则9是N=:协调集的充要条件是

'

E#C

$

?#!!E#C"

0650

"

-

!9#9""

06

$!E#C"

06

%

证明?必要性%由定理 ! 可证%

充分性%已知
'

E#C

$

?#有!!E#C"

0650

"

-

!9#9""

06

$!E#C"

06

%记!=#>" $!E#C"

0650

"

-

!9#9"#则有!=#>"

#

!9#9"# !=#>"

(

!

)

#

)

"#且!=#>"

06

$!E#C"

06

#因此#根据定理 ##9

是N=:协调集%

上面给出了 # 个关于决策形式背景!!#"###

?#@"的N=:协调集等价命题!定理 ! K$"# 均可

作为一个条件属性子集9是否为决策背景的N=:

协调集的判定方法%但是对于具体决策形式背景

而言# 定理 !&@ 的理论意义更强# 定理 #&$ 的可

操作性更强%由于只考虑决策属性集 ?+?中的

元素# 因此#实际判断时多选用定理 $%

由定理 $及N=:约简的定义易得N=:约简的

判定方法%

定理 A;!N=:约简判定定理" 设!!#"###?#

@"为N=:协调决策形式背景# 9

#

"#9

()

# 则

9是N=:约简的充要条件是

'

E#C

$

?#!!E#C"

0650

"

-

!9#9""

06

$!E#

C"

06

#且
'

E#C

$

?#

'

B

$

9#!!E#C"

0650

"

-

!94

,B.#94,B.""

06

(

!E#C"

06

%

例 =;!续例 B" 针对表 B 所示的决策形式背

景!!#"###?#@"# 下面根据定理 $ 对任意选取的

条件属性子集是否为 N=:协调集进行判断#若条

件属性子集为 N=:协调集#进一步利用定理 J 判

断其是否为N=:约简%

设9$,E#C#D#F.# 已知?$,%#G#'.# 由于

!%#G"

0650

"

$,#.

50

"

$!EF#C3BD"#

!!EF#C3BD"

-

!9#9""

06

$!EF#CD"

06

$

??,#. $!%#G"

06

#

!%#'"

0650

"

$,B##.

50

"

$!E#C3B"#

!!E#C3B"

-

!9#9""

06

$!E#C"

06

$

??,B##. $!%#'"

06

#

!G#'"

0650

"

$,B# @.

50

"

$!D#C3B"#

!!D#C3B"

-

!9#9""

06

$!D#C"

06

$

??,B#@. $!G#'"

06

%

其中#9满足定理 $# 所以9是N=:协调集%进一

步# 9

B

$94,F. $,E#C#D.也是N=:协调集#所

以9不是N=:约简%而9

B

的所有真子集,E# C.#

,E# D.# ,C# D. 均不是 N=:协调集# 所以 9

B

是

N=:约简%同理# 可判定9

!

$,E#3#D.# 9

@

$,C#

B#D.# 9

#

$,3#B#D. 均为N=:约简# 与例 B所得

结果一致%

设 < $ ,E#C#3.# 由于 !!%#'"

0650

"

-

!<#

<""

06

$!E#C3"

06

$,#.

(

!%#'"

06

$,B##.# 不

满足定理 $# 所以<$,E#C#3. 不是N=:协调集%

事实上# 由例B#核心属性D

5

<#所以<一定不是

N=:协调集%

定理 B;!N=:协调集判定定理 $" 设!!#"#

##?#@"为N=:协调的决策形式背景# 则9是N=:

协调集的充要条件是

'

,

$

;</

<

!!#?#@"#!,

50

"

-

!9#9""

06

#

!,

50

"

-

!"49#"49""

06

%

证明?由于!!#"###?#@" 为N=:协调决策

形式背景# 故;</!!#"##"

"

;</!!#?#@"# 所

以;</

<

!!#?#@"

#

;</

<

!!#"##"%

必要性%若9是N=:协调集# 则;</

<

!!#?#

@"

#

;</

<

!!#9##

9

"% 于是# 对于任意 ,

$

;</

<

!!#?#@"#有 ,

$

;</

<

!!#"##" 且 ,

$

;</

<

!!#9##

9

"#故有,$,

50

"

06

$,

50

9

06

$!,

50

"

-

!9#9""

06

%同时#

,

50

"

06

$

??!,

50

"

-

!"#"""

06

$

??!,

50

"

-

!!9#9"

.

!"49#"49"""

06

$

??!!,

50

"

-

!9#9""

.

??!,

50

"

-

!"49#"49"""

06

$

??!,

50

"

-

!9#9""

06

-

??!,

50

"

-

!"49#"49""

06

#

所以有

!,

50

"

-

!9#9""

06

$

??!,

50

"

-

!9#9""

06

-

??!,

50

"

-

!"49#"49""

06

%

故

!,

50

"

-

!9#9""

06

#

??!,

50

"

-

!"49#"49""

06

%

充分性%若
'

,

$

;</

<

!!#?#@"# !,

50

"

-

!9#9""

06

#

!,

50

"

-

!"49#"49""

06成立#可

得!,

50

"

-

!9#9""

06

$,

50

"

06

#由于,

$

;</

<

!!#

"##"#则,

50

"

06

$,#于是,$!,

50

"

-

!9#9""

06

#

即!,#!,

50

"

-

!9#9""

$

;</!!#9##

9

"#所以9

是N=:协调集%

=<>;约简方法

下面介绍差别矩阵和差别函数的定义#通过

差别矩阵和差别函数的方法可以得到N=:协调决

策形式背景的N=:约简%
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定义B;设!!#"###?#@"为N=:协调决策形

式背景# !,

'

#!-

'

#7

'

""#!,

*

#!-

*
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决策形式背景!!#"###?#@" 共有 # 个约简#

分别是9

B

$,E#C#D.#9

!

$,E#3#D.#9

@

$,C#B#

D.#9

#

$,3#B#D.# 与例 B 所得结果相同%

>;结语

本文基于对象导出三支概念格# 在 N=O协调

的决策形式背景下# 首先定义了 N=O协调集和

N=O约简$ 其次#给出了N=O协调集的几个判定定

理和N=O约简的判定定理$ 最后#给出了利用差

别矩阵和差别函数求N=O约简的计算方法% 对于

N=O协调的决策形式背景# N=O约简也是保持N=O

非冗余规则信息不丢失的约简# 所以本文提出的

N=O协调集的判定定理也是保持 N=O非冗余规则

信息不丢失的协调集判定定理# 丰富了三支概念

分析的内容%

研究决策形式背景的属性约简理论是十分有
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意义的# 在约简后的决策背景上进行知识的更新

与获取# 既能保证知识的完整性# 也更加精炼%

本文是从对象导出三支概念格出发#研究了决策

形式背景保持 N=O协调性的属性约简问题#下一

步还可从属性导出三支概念格出发来研究决策属

性背景的保持%=O协调性的约简问题%
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